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BIGE`BRES QUASI-LIE ET BOUCLES DE LIE
MOMO BANGOURA
Abstract. In this work, we define the quasi-Poisson Lie quasigroups,
dual objects to the quasi-Poisson Lie groups and we establish the corre-
spondance between the local quasi-Poisson Lie quasigoups and quasi-Lie
bialgebras (up to isomorphism).
Re´sume´ : Dans ce travail, nous de´finissons les quasi-groupes de Lie
quasi-Poisson, objets duaux des groupes de Lie quasi-Poisson et nous
e´tablissons une correspondance biunivoque (a` isomorphisme pre`s) entre
les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson locaux et les bige`bres quasi-Lie.
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1. Introduction
Les groupes de Lie-Poisson e´tant les limites classiques des alge`bres de
Hopf, les groupes de Lie quasi-Poisson [10, 11] sont les limites classiques
des quasi-alge`bres de Hopf introduites par Drinfeld [6], et les objets in-
finite´simaux sont appele´s les quasi-bige`bres de Lie dans [6] et quasi-bige`bres
jacobiennes dans [11]. Contrairement aux notions de bige`bre de Lie et
groupe de Lie-Poisson [5, 12, 2, 15, 14], les notions de quasi-bige`bre de
Lie et de groupe de Lie quasi-Poisson ne sont pas auto-duales; l’objet dual
d’une quasi-bige`bre de Lie est appele´ une quasi-bige`bre co-jacobienne dans
[11, 3]. Nous l’appellerons bige`bre quasi-Lie. Ici, nous nous proposons de
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construire l’objet dual d’un groupe de Lie quasi-Poisson, c’est-a`-dire un
objet ge´ome´trique ge´ne´ralisant les groupes de Lie-Poisson dont l’espace tan-
gent en un e´le´ment distingue´ est muni d’une structure de bige`bre quasi-Lie
et nous convenons d’appeler cet objet quasi-groupe de Lie quasi-Poisson.
Plus pre´cisement, un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un G−espace
quasi-Poisson au sens de [1], muni d’une structure de boucle de Lie mono-
alternative a` droite avec certaines relations de compatibilite´ entre les deux
structures, notamment celle ge´ne´ralisant la multiplicativite´([15, 14]) du champ
de bivecteurs qui est satisfaite dans le cas des groupes de Lie-Poisson. Pour
cela, on se sert de la the´orie des boucles de Lie mono-alternatives a` droite
[18] en introduisant les notions de groupe de Lie quasi-double et d’alge`bre de
Lie quasi-double dont les proprie´te´s font ressortir l’action d’un groupe de Lie
sur une boucle de Lie et d’une action par de´faut de cette boucle de Lie sur
le groupe de Lie. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet forme´ d’un
groupe de Lie, d’un sous-groupe de Lie ferme´ et d’une sous-varie´te´ ferme´e
du groupe de Lie, laquelle est munie d’une structure de boucle de Lie mono-
alternative a` droite, le triplet ve´rifiant un certain nombre de proprie´te´s;
l’objet infinite´simal associe´ est appe´le´ une alge`bre de Lie quasi-double. Cette
construction ge´ne´ralise certains re´sultats de [15] sur les groupes de Lie dou-
bles et alge`bres de Lie doubles; ces dernie`res sont aussi appele´es alge`bres de
Lie bicroise´es dans [12].
Dans la section 2 nous faisons un rappel de quelques notions sur les boucles
de Lie et les alge`bres d’Akivis.
Dans la section 3, on de´finit et on e´tudie les groupes de Lie quasi-doubles
et les alge`bres de Lie quasi-doubles en e´tablissant une correspondance entre
les deux notions tout en faisant ressortir la compatiblite´ entre les diffe´rentes
ope´rations les de´finissant.
Dans la section 4, on fait un bref rappel sur les bige`bres quasi-Lie en mon-
trant leur lien d’une part avec les alge`bres de Lie quasi-doubles, et d’autre
part avec les alge`bres d’Akivis.
La dernie`re section recouvre l’e´ssentiel du travail a` savoir la de´finition des
quasi-groupes de Lie quasi-Poisson et l’e´tablissement d’une correspondance
bijective entre les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson locaux et les bige`bres
quasi-Lie.
2. Boucles de Lie mono-alternatives a` droite
Dans cette section, nous faisons un rappel sur les boucles de Lie en
reprenant les de´finitions et certains re´sultats de [16, 17, 18].
De´finition 1. Une boucle de Lie est une varie´te´ analytique re´elle B munie
d’une ope´ration interne analytique
m : B ×B −→ B
(a, b) −→ a.b = m(a, b)
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admettant un e´le´ment neutre ε, ve´rifiant
a.ε = ε.a = a
pour tout a ∈ B, telle que les e´quations
a.b = c et b.a = c
admettent des solutions uniques (note´es respectivement a \ c et c/a) et les
applications
(a, b) −→ b \ a, (a, b) −→ a/b
sont analytiques.
Ainsi, comme on le voit, tout groupe de Lie est une boucle de Lie.
Si les trois ope´rations
(a, b) −→ ab, (a, b) −→ a/b , (a, b) −→ b \ a
sont de´finies localement au voisinage de ε, on dit que B est une boucle de
Lie locale.
Remarque : L’unicite´ des solutions dans une boucle de Lie des e´quations
a.b = c et b.a = c signifie que les translations a` gauche et a` droite par un
e´le´ment a ∈ B, note´es respectivement par λa et ρa, sont des diffe´omorphismes.
L’espace tangent en l’identite´ a` toute boucle de Lie est muni d’une structure
ge´ne´ralisant la notion de structure d’alge`bre de Lie, et dont les proprie´te´s
de´coulent de celles de la boucle de Lie. Ce qui nous conduit a` la de´finition
suivante :
De´finition 2. Une alge`bre d’Akivis (A, [., .], < ., ., . >) est un espace vecto-
riel A muni d’une application biline´aire antisyme´trique
[., .] : A×A −→ A
(x, y) −→ [x, y]
et d’une application triline´aire
< ., ., . > : A×A×A −→ A
(x, y, z) −→ < x, y, z >
telles que ∑
σ∈S3
(Signσ) < xσ(1), xσ(2), xσ(3) >=
∑
©
[[x1, x2], x3]
ou` S3 de´signe le groupe des permutations de (1, 2, 3), Signσ la signature
de σ ∈ S3 et
∑
© de´signe la somme sur les permutations circulaires de
x1, x2, x3.
Ainsi, toute alge`bre de Lie de´termine une structure d’alge`bre d’Akivis en
prenant < ., ., . >= 0.
Pour une boucle de Lie locale B, on montre dans [7] qu’il existe une structure
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d’alge`bre d’Akivis sur TεB, l’espace tangent en l’identite´, de´termine´e par les
ope´rations suivantes:
[x, y] =
1
2
d2
dt2
((x(t)y(t))/((y(t)x(t))|t=0
< x, y, z >=
1
6
d3
dt3
(((x(t)y(t))z(t)/(x(t)(y(t)z(t)))|t=0
pour x, y, z ∈ TεB, ou` x(t), y(t), z(t) sont des courbes de classe Ck (k ≥ 3)
dans B, passant par le point ε avec les vecteurs tangents x, y, z respective-
ment.
L’alge`bre d’Akivis ainsi de´crite est appele´e alge`bre d’Akivis de la boucle de
Lie B.
Nous allons a` pre´sent de´finir une classe de boucles de Lie locales avec laquelle
nous travaillerons dans la suite.
De´finition 3. Une boucle de Lie locale B est dite mono-alternative a` droite,
si pour tous entiers k, l ∈ Z et pour tous a, b ∈ B, voisins de ε, on a :
(abk)bl = abk+l.
Remarque : La formule ci-dessus exprime d’une part une associativite´
faible de la multiplication de´finie sur B, d’autre part l’existence d’un inverse
pour tout e´le´ment a ∈ B, note´ a−1. Par convention , on a pour tout a ∈ B,
a0 = ε, a−k = (a−1)k et donc ρ−1a = ρa−1 .
Exemple 1. Soit SH(n) l’ensemble des matrices hermitiennes n×n de´finies
positives de de´terminant 1 et SU(n) le groupe spe´cial unitaire d’ordre n;
conside´rons la de´composition polaire du groupe de Lie re´el SL(n,C) des
matrices complexes n× n de de´terminant 1,
SL(n,C) = SU(n)× SH(n).
Alors SH(n) muni de la multiplication de´finie par la projection sur SH(n)
du produit matriciel dans SL(n,C), est une boucle de Lie mono-alternative
a` droite. Explicitement, la multiplication sur SH(n) est de´finie par
m(a, b) = (ba2b)
1
2 , ∀a, b ∈ SH(n).
En effet tout e´le´ment d ∈ SL(n,C) se de´compose de manie`re unique sous la
forme d = ga, ou` g ∈ SU(n) et a ∈ SH(n); comme (g¯)tg = In et (a¯)t = a
par de´finition de SU(n) et SH(n), multipliant d a` gauche par la conjugue´e
de sa transpose´e, on obtient (d¯)td = a2; d’ou` a = [(d¯)td]
1
2 est la projection de
d sur SH(n). Pour tous a, b ∈ SH(n), distincts de In et b 6= a−1, le produit
ab n’est e´le´ment ni de SH(n), ni de SU(n), c’est un e´le´ment de SL(n,C).
Comme (a¯)t = a et (b¯)t = b par de´finition de SH(n), de ce qui pre´ce`de, la
projection du produit ab sur SH(n) est
m(a, b) = (ba2b)
1
2 , ∀a, b ∈ SH(n).
On ve´rifie sans peine que (SH(n),m) est une boucle de Lie mono-alternative
a` droite.
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De meˆme, l’ensemble des matrices hermitiennes de´finies positives n×n et
l’ensemble des matrices syme´triques re´elles de´finies positives n× n sont des
boucles de Lie mono-alternatives a` droite, la multiplication m e´tant de´finie
comme dans l’exemple ci-dessus.
3. Groupes de Lie quasi-doubles
Les groupes de Lie quasi-doubles sont des ge´ne´ralisations naturelles des
groupes de Lie doubles [15].
De´finition 4. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet (G,G1, G2), ou`
1) G est un groupe de Lie et G1 un sous-groupe de Lie ferme´ de G;
2) G2 est une sous-varie´te´ ferme´e de G munie de deux applications analy-
tiques
α : G2 ×G2 −→ G1 et m : G2 ×G2 −→ G2
satisfaisant l’identite´
(ab)G = α(a, b)m(a, b) ∀a, b ∈ G2,
telles que m de´finit sur G2 une structure de boucle de Lie mono-alternative
a` droite;
3) l’application
ω : G1 ×G2 −→ G,
(g, a) −→ ga
est un diffe´omorphisme.
Si G1, G2 et ω sont de´finis localement, on dit que (G,G1, G2) est un
groupe de Lie quasi-double local.
Remarques : Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, ou` e de´signe l’e´le´ment neutre de
G, alors G2 est aussi un sous-groupe de Lie de G et le triplet (G,G1, G2)
de´finit un groupe de Lie double au sens de [15]. Par ailleurs, en identifiant G
avec G1 ×G2 par ω, on voit que α et m sont respectivement les projections
sur G1 et G2 de la restriction de la multiplication de G a` G2.
Nous allons a` pre´sent montrer que si (G,G1, G2) est un groupe de Lie quasi-
double, alors il existe deux applications analytiques
χ : G2 ×G1 −→ G1 et σ : G2 ×G1 −→ G2
telles que σ de´finisse une action du groupe de Lie G1 sur la varie´te´ G2
et G2 agisse sur G1 par χ modulo l’application α. En effet si g ∈ G1 et
a ∈ G2, alors ag ∈ G; par conse´quent d’apre`s la condition (3) de la de´finition
pre´ce´dente, il existe un unique e´le´ment g′ ∈ G1 et un unique e´le´ment a′ ∈ G2
tels que
ag = g′a′
Posons a′ = ag et g′ = ga, et conside´rons les applications suivantes:
χ : G2 ×G1 −→ G1,
(a, g) −→ ga
σ : G2 ×G1 −→ G2
(a, g) −→ ag
On a le re´sultat suivant:
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The´ore`me 1. Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double; soient g, h ∈
G1 et a, b, c ∈ G2. Alors on a les identite´s suivantes:
(1) (gh)a = gaha
g
(2) (ag)h = agh
(3) (gb)aα(ag
b
, bg) = α(a, b)gm(a,b)
(4) [m(a, b)]g = m(ag
b
, bg)
(5) α(a, b)α(m(a, b), c) = [α(b, c)]aα(aα(b,c),m(b, c))
(6) m(m(a, b), c) = m(aα(b,c),m(b, c))
Inversement si G1 est un groupe de Lie agissant a` droite par σ sur une boucle
de Lie mono-alternative a` droite G2 dont la loi est de´finie par m : G2 ×
G2 −→ G2 et s’il existe deux applications analytiques α : G2×G2 −→ G1 et
χ : G2 × G1 −→ G1 tels que les conditions (1)-(6) soient ve´rifie´es, alors il
existe une structure de groupe de Lie sur G1×G2 telle que (G1×G2, G1, G2)
de´finisse un groupe de Lie quasi-double.
De´monstration : Pour la premie`re partie, la de´monstration des identite´s
(1)-(6) est une conse´quence directe de l’associativite´ et de l’unicite´ de la
de´composition du produit dans G.
Pour la seconde partie, on de´finit la structure de groupe de Lie sur G1×G2
par :
(g, a)(h, b) = (ghaα(ah, b),m(ah, b)),∀g, h ∈ G1,∀a, b ∈ G2.
Il suffit de ve´rifier l’associativite´ du produit ainsi de´fini sur G1×G2, qui est
une conse´quence des conditions (1)-(6). ✷
Remarque : La condition (2) signifie que σ de´finit une action a` droite
du groupe de Lie G1 sur la varie´te´ G2, tandis que la condition (3) signifie
que G2 agit a` gauche par χ sur G1 mais que χ n’est pas une vraie action
a` gauche, le de´faut d’action e´tant mesure´ par l’application α; dans la suite,
nous appellerons une telle application χ une action α−twiste´e. Si α(a, b) =
e,∀a, b ∈ G2, alors G2 est un groupe de Lie et χ devient une action a` gauche
de G2 sur la varie´te´ G1.
Corollaire 1. Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double. Alors ∀a, b, c ∈
G2, on a :
(1) λm(a,b)(c) = (λσ(a,α(b,c))oλb)(c),
(2) ρm(a,b)(c) = (ρboρa)(σ(c, α(a, b)
−1)),
(3) (ρboλa)(c) = (λσ(a,α(c,b))oρb)(c).
Ces diffe´rentes relations de´coulent de la relation (6) du the´ore`me pre´ce´dent.
Si α(a, b) = e,∀a, b ∈ G2, alors G2 est un groupe de Lie et on retrouve les
identite´s traditionnelles sur les tranlations a` gauche et a` droite dans un
groupe de Lie.
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Exemple 2. Le triplet (SL(n,C), SU(n), SH(n)), ou` SH(n) est l’ensemble
des matrices hermitiennes n× n de´finies positives de de´terminant 1, est un
groupe de Lie quasi-double. Les applications α et m sur SH(n) sont de´finies
respectivement par
α(a, b) = (ab)(ba2b)−
1
2 et m(a, b) = (ba2b)
1
2 ∀a, b ∈ SH(n).
De´finissons a` pre´sent la notion correspondante pour les alge`bres de Lie en
e´tablissant une relation entre les deux notions.
De´finition 5. Une alge`bre de Lie quasi-double est un triplet (g,g1,g2) ou` g
est une alge`bre de Lie, g1 une sous-alge`bre de Lie de g et g2 un sous-espace
vectoriel de g muni de deux ope´rations biline´aires antisyme´triques
ψ : Λ2g2 −→ g1 et µ : Λ2g2 −→ g2
tels que
(1) g = g1 ⊕ g2 comme somme directe de sous-espaces vectoriels;
(2) [x, y]g = ψ(x, y) + µ(x, y), ∀x, y ∈ g2.
En un mot, une alge`bre de Lie quasi-double est juste une alge`bre de Lie
qui se de´compose en somme directe d’une sous-alge`bre de Lie et d’un sous-
espace vectoriel.
Remarque : Si ψ(x, y) = 0,∀x, y ∈ g2, alors g2 est aussi une sous-alge`bre
de Lie de g et le triplet (g,g1,g2) de´finit une alge`bre de Lie double au sens
de [15]. Dans [1], les alge`bres de Lie quasi-doubles (g,g1,g2) telles que g est
munie d’une forme biline´aire invariante non de´ge´ne´re´e par rapport a` laquelle
g1 et g2 sont des sous-espaces isotropiques maximaux de g, sont appele´es
des quasi-triples de Manin.
Exemple 3. Le triplet (sl(n,C), su(n), sh(n)), ou` sl(n,C) est l’alge`bre de
Lie des matrices complexes n × n de trace nulle, su(n) l’alge`bre de Lie des
matrices anti-hermitiennes n × n de trace nulle et sh(n) l’espace vectoriel
des matrices hermitiennes n×n de trace nulle, est une alge`bre de Lie quasi-
double. Ici, ψ est la restriction a` sh(n) du crochet de Lie de sl(n,C), qui
est a` valeurs dans su(n) et µ = 0.
Plus ge´ne´ralement, la de´composition de Cartan [9] de toute alge`bre de Lie
semi-simple complexe de dimension finie, fournit une structure d’alge`bre de
Lie quasi-double.
Le re´sultat suivant e´tablit une correspondance entre les groupes de Lie quasi-
doubles locaux et les alge`bres de Lie quasi-doubles.
The´ore`me 2. Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double local; soient
g,g1 les alge`bres de Lie de G et G1 respectivement, et soit g2 = TεG2
l’espace tangent a` G2 en l’identite´. Alors (g,g1,g2) est une alge`bre de Lie
quasi-double.
Inversement, a` toute alge`bre de Lie quasi-double, il correspond un unique
groupe de Lie quasi-double local (a` isomorphisme pre`s), dont l’alge`bre de
Lie quasi-double est celle de de´part.
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De´monstration : Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double local;
soient g,g1 les alge`bres de Lie de G et G1 respectivement, et soit g2 = TεG2;
il est clair que g = g1⊕g2. Pour la conclusion, il suffit de prendre pour ψ le
crochet commutateur associe´ a` α et pour µ le crochet commutateur associe´
a` m.
Pour la seconde partie, conside´rons une alge`bre de Lie quasi-double (g,g1,g2)
et soient G, G1 les groupes de Lie connexes et simplement connexes corre-
spondant a` g et g1 respectivement. Soit Π : G −→ G1 \ G la projection
naturelle de G dans l’espace G1 \ G des classes a` droite et φ la restriction
a` g2 de l’application compose´e Πo(exp) : g −→ G1 \ G. Alors φ est un
diffe´omorphisme d’un voisinage V de 0 dans g2 dans un voisinage de la
classe Π(e) dans G1 \G [9]. Posons G2 = expV et introduisons sur G2 une
loi de composition interne de´finie par :
m(a, b) = ΠG2(ab)
∀a, b ∈ G2, ou` ab est le produit dans G des e´le´ments a et b et ΠG2 est la
projection locale sur G2 paralle`lement a` G1, i.e, dans la de´composition locale
d = ga ∈ G, g ∈ G1 et a ∈ G2. Alors (G2,m) est une boucle de Lie locale
mono-alternative a` droite [18]. En effet, par de´finition de m, on a
m(m(a, bk), bl) = ΠG2(ΠG2(ab
k)bl) = ΠG2((ab
k)bl) = ΠG2(ab
k+l)
et comme pour b suffisamment proche de ε dans G2 on a b
k+l ∈ G2, alors
m(a,m(bk, bl)) = ΠG2(aΠG2(b
kbl) = ΠG2(ab
k+l) = m(a, bk+l).
Par conse´quent
m(m(a, bk), bl) = m(a, bk+l)
Ainsi (G2,m) est une boucle de Lie locale mono-alternative a` droite. D’apre`s
[18], cette boucle de Lie locale mono-alternative a` droite est unique a` iso-
morphisme pre`s.
Posons α(a, b) = ΠG1(ab); de la de´composition locale des e´le´ments de G,
il re´sulte que l’application ω : G1 × G2 −→ G de´finie par (g, a) −→ ga
est un diffe´omorphisme local et que (ab)G = α(a, b)m(a, b), ∀a, b ∈ G2.
En de´finitive (G,G1, G2) est un groupe de Lie quasi-double local. D’ou` le
re´sultat. ✷
Comme pour les groupes de Lie quasi-doubles, nous allons montrer que
pour toute alge`bre de Lie quasi-double donne´e (g,g1,g2), il existe deux
applications correspondant a` χ et σ. En effet si ξ ∈ g1 et x ∈ g2, alors
[x, ξ]g ∈ g; par conse´quent il existe ξ′ ∈ g1 et x′ ∈ g2 tels que
[x, ξ] = ξ′ + x′.
Posons ξ′ = ξx et x′ = xξ, et conside´rons les applications suivantes :
g2 × g1 −→ g1,
(x, ξ) −→ ξx
g2 × g1 −→ g2
(x, ξ) −→ xξ
On a le re´sultat suivant
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The´ore`me 3. Soit (g,g1,g2) une alge`bre de Lie quasi-double. Soient ξ, η,∈
g1, x, y, z ∈ g2. Alors on a les identite´s suivantes :
(1) [ξ, η]x = [ξx, η] + [ξ, ηx]− (ξ)xη + (η)xξ
(2) x[ξ,η] = (xξ)η − (xη)ξ
(3) µ(x, y)ξ = µ(xξ, y) + µ(x, yξ) + (x)ξ
y − (y)ξx
(4) ξµ(x,y) = (ξy)x − (ξx)y + [ξ, ψ(x, y)] + ψ(xξ , y) + ψ(x, yξ)
(5)
∑
© µ(µ(x, y), z) =
∑
© x
ψ(y,z)
(6)
∑
© ψ(µ(x, y), z) =
∑
© ψ(x, y)
z
Inversement si g1 est une alge`bre de Lie agissant sur un espace vectoriel g2
par (x, ξ) −→ xξ, g2 muni de deux applications biline´aires antisyme´triques
µ : Λ2g2 −→ g2 et ψ : Λ2g2 −→ g1, et s’il existe une application de g2×g1
dans g1 de´finie par (x, ξ) −→ ξx, tels que les conditions (1)-(6) ci-dessus
soient vraies, alors il existe une structure d’alge`bre de Lie sur g1 ⊕ g2 telle
que (g1 ⊕ g2,g1,g2) de´finisse une alge`bre de Lie quasi-double.
De´monstration : La de´monstration de la premie`re partie du the´ore`me
est une conse´quence de l’identite´ de Jacobi dans g1 ⊕ g2.
Pour la seconde partie, on de´finit un crochet [., .] sur g1 ⊕ g2 par :
[ξ, η] = [ξ, η]g1 ,∀ξ, η ∈ g1
[x, ξ] = ξx + xξ,∀ξ ∈ g1,∀x ∈ g2
[x, y] = ψ(x, y) + µ(x, y),∀x, y ∈ g2
et on ve´rifit l’identite´ de Jacobi pour le crochet ainsi de´fini, qui est une
conse´quence des conditions (1)-(6) de la premie`re partie du the´ore`me. Ce
qui ache`ve la de´monstration. ✷
Corollaire 2. Soit (g,g1,g2) une alge`bre de Lie quasi-double. Posons
[x, y]g2 = µ(x, y), < x, y, z >=
1
2
xψ(x,y).
Alors le triplet (g2, [., .]g2 , < ., ., . >) est une alge`bre d’Akivis.
La de´monstration du corollaire est une interpre´tation de la condition (5)
du the´ore`me pre´ce´dent.
Si (G,G1, G2) est un groupe de Lie quasi-double, localement, en appli-
quant la formule de Campbell-Hausdorff dans G [8], les applications m,α, σ
et χ admettent les de´veloppements limite´s (d’ordre 3) suivants au voisinage
de ze´ro :
m(x, y) = x+y+
1
2
µ(x, y)+
1
12
(
µ(x, µ(x, y)) + µ(y, µ(y, x)) + xψ(x,y) + yψ(y,x)
)
+...
α(x, y) =
1
2
ψ(x, y)+
1
12
(ψ(x, µ(x, y)) + ψ(y, µ(y, x)) + ψ(x, y)x + ψ(y, x)y)+...
σ(x, ξ) = x+
1
2
xξ +
1
12
(
µ(x, xξ) + (x)ξ
x
+ (xξ)ξ
)
+ ...
χ(x, ξ) = ξ +
1
2
ξx +
1
12
(
ψ(x, xξ) + [ξx, ξ] + (ξx)x + (ξ)x
ξ
)
+ ...
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∀ξ ∈ g1,∀x, y ∈ g2.
Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double; pour tout x ∈ TεG2, soit
xL le champ de vecteurs invariant a` gauche sur G associe´ a` x, c’est-a`-dire
xL(d) = (TeLd)(x) ∈ TdG,∀d ∈ G
et xλ l’image directe par ΠG2 du champ x
L, c’est-a`-dire
xλ(ΠG2(d)) = [Tε(ΠG2 ◦ Ld)](x) ∈ TΠ(d)G2,∀d ∈ G.
Il est clair que xλ n’est pas invariant a` gauche par les translations dans
G2 du fait de la non associativite´ de m; appelons-le le champ de vecteurs
translate´ a` gauche sur G2 associe´ a` x.
On a le re´sultat suivant
Proposition 1. Soit (G,G1, G2) un groupe de Lie quasi-double; soit ρG2 :
TeG1 −→ A1(G2), l’homomorphisme d’alge`bres de Lie associe´ a` l’action σ
de G1 sur G2, A
1(G2) e´tant l’alge`bre de Lie des champs de vecteurs sur G2.
Alors pour tous x, y ∈ TεG2 et pour tous ξ ∈ TeG, on a
xλ(m(a, b)) = (λa)∗(x
λ(b)) + (ρb)∗(ρB(x
b)(a)),
ρB(ξ)(m(a, b)) = (λa)∗(ρB(ξ)(b)) + (ρb)∗(ρB(ξ
b)(a)),
[xλ, yλ] = ρG2(ψ(x, y)) + (µ(x, y))
λ
ou` xb et ξb sont des e´le´ments de TeG, de´finis respectivement par
xb = d
dt
|t=0(α(b, exptx)) et ξb = ddt |t=0(χ(b, exptξ))
De´monstration : Ici, on notera σa(g) = σ(a, g). De´montrons la premie`re
relation; en effet ∀a, b ∈ G2 et ∀x ∈ TεG2, on a:
xλ(m(a, b)) = d
dt
|t=0(m(m(a, b), exptx))
= d
dt
|t=0(m(σ(a, α(b, exptx)),m(b, exptx)))
= (ΠG2)∗(
d
dt
|t=0(σ(a, α(b, exptx)).ΠG2 (b.exptx)))
= (ΠG2)∗((σa)∗(
d
dt
|t=0(α(b, exptx))).b)
+(ΠG2)∗((σ(a, e).(
d
dt
|t=0(ΠG2(b.exptx))))
= (ΠG2oRboσa)∗(
d
dt
|t=0(α(b, exptx))) + (ΠG2oLa)∗(xλ(b))
= (ρboσa)∗(
d
dt
|t=0(α(b, exptx))) + (λa)∗(xλ(b))
= (λa)∗(x
λ(b)) + (ρb)∗(ρB(x
b)(a)).
D’ou` le re´sultat; en particulier si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ G2, alors xb = 0,∀x ∈
TεG2 et on retrouve le fait que x
λ est invariant a` gauche sur G2 qui est
dans ce cas un groupe de Lie. La de´monstration de la deuxie`me relation est
identique, et celle de la dernie`re de´coule de l’identite´ bien connue pour les
groupes de Lie en se plac¸ant dans le groupe de Lie G, a` savoir
[xL, yL] = [x, y]L.
Ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition. ✷
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4. Bige`bres quasi-Lie
Les bige`bres quasi-Lie sont les objets duaux des quasi-bige`bres de Lie
introduites par Drinfeld [6]. Plus pre´cisement
De´finition 6. Une bige`bre quasi-Lie est un quadruplet (F, µ, γ, ψ) ou` F est
un espace vectoriel de dimension finie sur K, K = R ou C, µ : Λ2F −→ F,
γ : F −→ Λ2F, et ψ ∈ Λ3F∗ tels que :
(1) Alt(γ⊗Id)γ(x) = 0,∀x ∈ F, i.e que (F, γ) est une co-alge`bre de Lie;
(2) γ est une de´rivation par rapport a` µ, c’est-a`-dire
γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ TεB;
(3) Alt(µt⊗Id)µt(ξ) = (δγψ)(ξ),∀ξ ∈ F∗, ou` µt est l’ope´rateur transpose´
de µ et δγ de´signe l’ope´rateur cobord d’alge`bre de Lie de´finie par γ;
(4) Alt((µt ⊗ Id⊗ Id)ψ) = 0,
ou` Alt(x⊗ y ⊗ z) = x⊗ y ⊗ z + y ⊗ z ⊗ x+ z ⊗ x⊗ y.
Remarques :
a) Dans le cas ou` ψ = 0, le triplet (F, µ, γ) satisfaisant les conditions ci-
dessus est une bige`bre de Lie [5, 12, 2]. Dans ce cas, la condition (2) signifie
que γ est un 1−cocycle de (F, µ) a` valeurs dans Λ2F par rapport a` l’action
adjointe de´finie par µ.
b) Si (F, µ, γ, ψ) est une bige`bre quasi-Lie, alors (F∗, γ, µ, ψ) est une quasi-
bige`bre de Lie [10, 11]. Ainsi, comme on le voit, ces deux notions sont duales
l’une de l’autre et ne sont pas auto-daules.
Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur K, K = R ou C, µ :
Λ2F −→ F, γ : F −→ Λ2F, et ψ ∈ Λ3F∗; en identifiant les applications µ et
γ a` des e´le´ments de l’alge`bre exte´rieure de F∗ ⊕ F, a` savoir µ ∈ Λ2F∗ ⊗ F,
γ ∈ F∗⊗Λ2F, et en utilisant les proprie´te´s du grand crochet [11] nous avons
le re´sultat suivant
Proposition 2. (F, µ, γ, ψ) est une bige`bre quasi-Lie si et seulement si µ+
γ + ψ est de carre´ nul par rapport au grand crochet; plus pre´cisement si les
conditions suivantes sont satisfaites
[γ, γ] = 0
[γ, µ] = 0
1
2
[µ, µ] + [γ, ψ] = 0
[µ,ψ] = 0.
Ce formalisme est plus technique et a l’avantage de simplifier les calculs
dans la the´orie des bige`bres de Lie et leurs ge´ne´ralisations [11].
Exemple 4. Soit (F, γ) une co-alge`bre de Lie; soit ω ∈ Λ2F∗ et posons
µ = δγ(ω)
ψ = −1
2
[ω, ω]γ
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ou` [., .]γ de´signe le crochet de Schouten alge´brique [11] associe´ a` γ. Alors
(F, µ, γ, ψ) est une bige`bre de quasi-Lie.
Exemple 5. Conside´rons la de´composition polaire de l’alge`bre de Lie re´elle
sl(n,C), c’est-a`-dire
sl(n,C) = su(n)⊕ sh(n).
Soient γ le crochet de Lie sur su(n) et ψ la restriction a` sh(n) du crochet
de Lie de sl(n,C), qui est a` valeurs dans su(n). Comme su(n) s’identifie
au dual sh(n)∗ de sh(n) par l’interme´diaire de la forme biline´aire invariante
non de´ge´ne´re´e de´finie sur sl(n,C) par
< x, y >= Im(trace(xy)), x, y ∈ sl(n,C),
on peut identifier ψ a` un e´le´ment de Λ3su(n) ∼= Λ3(sh(n))∗. Par conse´quent
(sh(n), 0, γ, ψ) est une bige`bre quasi-Lie.
Nous allons a` pre´sent montrer qu’a` toute structure de bige`bre quasi-Lie
sur un espace vectoriel donne´ F de dimension finie, il correspond une certaine
structure d’alge`bre de Lie sur F⊕F∗ et inversement [11, 3]; faisant ainsi du
triplet (F⊕ F∗,F∗,F) une alge`bre de Lie quasi-double.
Soit (F, µ, γ, ψ) une bige`bre quasi-Lie; pour plus de simplicite´, de´signons
γ et sa transpose´e par γ et identifions ψ ∈ Λ3F∗ a` une application biline´aire
antisyme´trique note´e aussi par ψ : Λ2F −→ F∗ de´finie par
< ψ(x, y), z >= ψ(x, y, z),∀x, y, z ∈ F
ou` < ., . > de´signe le produit de dualite´ entre F et F∗. Nous avons le re´sultat
suivant ([11]):
The´ore`me 4. Le crochet M sur F⊕F∗ de´fini par :
M(x, y) = µ(x, y) + ψ(x, y),∀x, y ∈ F
M(x, ξ) = −ad∗γξ x+ ad∗µx ξ,∀x ∈ F,∀ξ ∈ F∗
M(ξ, η) = γ(ξ, η),∀ξ, η ∈ F∗
ou` adµxy = µ(x, y), ad
∗µ
x = −(adµx)t, adγξ η = γ(ξ, η) et ad∗γξ = −(adγξ )t,
est un crochet d’alge`bre de Lie laissant invariant le produit scalaire canon-
ique de´fini sur F⊕ F∗ par
< x+ ξ, y + η >=< ξ, y > + < η, x >,∀x, y ∈ F,∀ξ, η ∈ F∗
De fac¸on plus pre´cise, on montre dans [11], que les structures de bige`bre
quasi-Lie sur un espace vectoriel F sont en correspondance bijective avec les
structures d’alge`bre de Lie quasi-double sur (F⊕F∗,F∗,F) laissant invariant
le produit scalaire canonique, c’est-a`-dire les structures de quasi-triple de
Manin [1]. Dans [11, 3], le couple (F ⊕ F∗,M) est appele´ le double de la
bige`bre quasi-Lie (F, µ, γ, ψ). Ainsi, d’apre`s le corollaire 2, a` toute structure
de bige`bre quasi-Lie, il correspond une structure d’alge`bre d’Akivis.
Pour plus de de´tails sur les bige`bres quasi-Lie, voir [10, 11, 3].
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5. Quasi-groupes de Lie quasi-Poisson
Dans cette section, nous de´finissons l’objet ge´ome´trique correspondant
a` une bige`bre quasi-Lie, puis nous e´tablissons un re´sultat liant les deux
notions.
De´finition 7. Un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un ensemble (B,m,-
G,σ, P, α, χ,< ., . >) ou` (B,m) est une boucle de Lie mono-alternative a`
droite, G un groupe de Lie agissant a` droite sur B par σ : B ×G −→ B, P
un champ de bivecteurs s’annulant en l’identite´ de B, α : B ×B −→ G une
application analytique, χ : B ×G −→ G une action a` gauche α−twiste´e de
B sur G et < ., . >: TeG × TεB −→ R une forme biline´aire invariante non
de´ge´ne´re´e tels que
(1) m(m(a, b), c) = m(σ(a, α(b, c)),m(b, c)),∀a, b, c ∈ B;
(2) α(a, b)α(m(a, b), c) = χ(a, α(b, c))α(σ(a, α(b, c)), m(b, c)), ∀a, b, c ∈
B;
(3) 12 [P,P ]S = −(Λ3ρB)(ψ), ou` [., .]S de´signe le crochet de Schouten des
champs de multivecteurs [13, 11], ρB : TeG −→ A1(B) l’homomorphisme
d’alge`bres de Lie associe´ a` l’action σ et ψ le crochet commutateur
associe´ a` α;
(4) LxλP = [(LxλP )(ε)]
λ − (Λ2ρB)(ψ(x)),∀x ∈ TεB, ou` xλ de´signe le
champ de vecteurs translate´ a` gauche correspondant a` x.
Remarques :
1) Si α(a, b) = e,∀a, b ∈ B (donc ψ = 0), alors (B,m) est un groupe de
Lie muni d’une structure de Poisson; si en plus B est connexe, la condition
(4) de la de´finition ci-dessus (ψ = 0) est e´quivalente a` la multiplicativite´
[15, 14, 11] de P car P (ε) = 0, et donc (B,m,P ) est un groupe de Lie-
Poisson.
2) L’invariance de < ., . > signifie que ∀ξ, η ∈ TeG, ∀x, y ∈ TεB, on a :
a) < ξ, µ(x, y) >=< ξy, x >, µ e´tant le commutateur associe´ a` m;
b) < [ξ, η], x >=< η, xξ > ou` [., .] est le crochet de Lie sur TeG;
c) < ψ(x, y), z >=< ψ(y, z), x > .
3) La non de´ge´ne´rescence de < ., . > identifie TeG avec le dual (TεB)
∗ de
(TεB); d’ou`, de la remarque 2), ψ ∈ Λ3(TεB)∗ ∼= Λ3TeG;
4) Par de´finition d’un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson, P n’est pas en
ge´ne´ral Poisson, mais il de´finit un crochet de Poisson sur l’espace C∞(B)G
des fonctions G−invariantes de´finies sur B [1].
On a le re´sultat suivant
Proposition 3. Soit (B,m,G, σ, P, α, χ,< ., . >) un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson (local); posons γ(x) = (LxλP )(ε), ∀x ∈ TεB. Alors l’application
γ : TεB −→ Λ2(TεB) satisfait les proprie´te´s suivantes :
(1) γ2 = 0;
(2) γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ TεB,
ou` µ est le crochet associe´e a` m, et γ2(x) = (γ ⊗ Id+ Id⊗ γ)(γ(x)).
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De´monstration : 1) En utilisant l’identite´ de Jacobi gradue´e du crochet
de Schouten, on obtient
[xλ, [P,P ]] = 2[[xλ, P ], P ]
= 2[γ(x)λ − (Λ2ρB)(ψ(x)), P ]
= 2([γ2(x)]λ − (Λ3ρB)(ψ(γ(x)))
−[(Λ2ρB)(ψ(x)), P ]),∀x ∈ TεB.
Par ailleurs, de la condition (3) de la de´finition d’un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson, on a
[xλ, [P,P ]](ε) = −2[xλ,Λ3ρB(ψ)](ε) = −2(LxλΛ3ρB(ψ))(ε)
= −2 d
dt
|t=0((Λ3ρB(ψ)(exptx))exp(−tx))
= −2 d
dt
|t=0((Λ3(ρexp(−tx)oσexptx))∗(ψ))
ou` σa(g) = σ(a, g),∀a ∈ B,∀g ∈ G. Comme ψ ∈ Λ3(TεB)∗ et (σε)∗ =
0, la re`gle de de´rivation de la composition des applications prouve que
[xλ, [P,P ]](ε) = 0.
Ainsi, en e´valuant l’e´galite´
[xλ, [P,P ]] = 2([γ2(x)]λ − (Λ3ρB)(ψ(γ(x))) − [(Λ2ρB)(ψ(x)), P ])
en l’identite´, sachant que P (ε) = 0 et ρB s’annule en l’identite´, on trouve
γ2(x) = 0,∀x ∈ TεB; d’ou` γ2 = 0.
2) En utilisant la relation (4) de la de´finition d’un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson et la relation [xλ, yλ] = ρB(ψ(x, y) + (µ(x, y))
λ, on obtient
γ(µ(x, y)) = (Lµ(x,y)λP )(ε)
= (L[xλ,yλ]P )(ε) − (LρB(ψ(x,y))P )(ε)
= (LxλLyλP )(ε)− (LyλLxλP )(ε)
= [xλ, [yλ, P ]](ε) − [yλ, [xλ, P ]](ε)
= [xλ, γ(y)λ](ε) − [xλ, (Λ2ρB)(ψ(y))](ε)
−[yλ, γ(x)λ](ε) + [yλ, (Λ2ρB)(ψ(x))](ε)
= µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)).
D’ou`
γ(µ(x, y)) = µ(γ(x), y) + µ(x, γ(y)), ∀x, y ∈ TεB.
Ce qui ache`ve la de´monstration de la proposition. ✷
Remarques : La relation γ2 = 0 signifie que la line´arisation de P [19] en
l’identite´ de B est un co-crochet de Lie sur TεB ou encore un crochet de Lie
sur (TεB)
∗ ∼= TeG qu’on va identifier avec le crochet de Lie de TeG. Ainsi
l’invariance de < ., . > prouve que
ξx = ad∗µx ξ, xξ = −ad∗γξ x
La relation (2) de la proposition exprime le fait que γ est une de´rivation
par rapport a` µ. En termes de grand crochet, les deux relations s’e´crivent
respectivement comme suit
[γ, γ] = 0
[γ, µ] = [µ, γ] = 0.
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Le re´sultat suivant e´tablit une correspondance entre les quasi-groupes de Lie
quasi-Poisson locaux et les bige`bres quasi-Lie.
The´ore`me 5. L’espace tangent en l’identite´ a` tout quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson local (B,m,G, σ, P, α, χ,< ., . >) est muni d’une structure
de bige`bre quasi-Lie (F, µ, γ, ψ), ou` F = TεB, µ le crochet commutateur
de´fini a` partir de la loi de composition m, γ = dεP la line´arisation de P en
l’identite´ et ψ le crochet commutateur associe´ a` l’application α.
Inversement, a` toute bige`bre quasi-Lie re´elle (F, µ, γ, ψ), il correspond un
unique quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local (a` isomorphisme pre`s) dont
la bige`bre quasi-Lie tangente co¨ıncide avec la bige`bre quasi-Lie donne´e.
De´monstration : Soit (B,m,G, σ, P, α, χ,< ., . >) un quasi-groupe de
Lie quasi-Poisson local. Soit F = TεB; soient µ et ψ les crochets commuta-
teurs associe´s a`m et α respectivement. Comme P (ε) = 0, on peut conside´rer
la line´arisation de P en ε et de´signons-la par γ. D’apre`s la proposition 3, γ
est un co-crochet de Lie sur F et une de´rivation par rapport a` µ.
Conside´rons a` pre´sent la relation
m(m(a, b), c) = m(σ(a, α(b, c)),m(b, c)),∀a, b, c ∈ B.
Alors en effectuant localement un de´veloppement limite´ d’ordre 3 au voisi-
nage de ze´ro des deux membres de cette e´galite´, on obtient pour tous
x, y, z ∈ F
3µ(µ(x, y), z) + µ(x, µ(y, z)) + µ(y, µ(x, z)) + yψ(x,z) + xψ(y,z) − 3zψ(x,y) =
= 3µ(x, µ(y, z)) + µ(y, µ(z, x)) + µ(z, µ(y, x)) + yψ(z,x) + 3xψ(y,z) + zψ(y,x)
En utilisant l’antisyme´trie des applications µ et ψ, on obtient∑
©
µ(µ(x, y), z) =
∑
©
xψ(y,z).
Mais l’invariance de < ., . > prouve que
xψ(y,z) = −ad∗γ
ψ(y,z)x;
d’ou` ∑
©
µ(µ(x, y), z) = −
∑
©
ad∗γ
ψ(y,z)x, ∀x, y, z ∈ F.
Par transposition, on trouve que cette e´galite´ est e´quivalente a`
Alt(µt ⊗ Id)µt(ξ) = (δγψ)(ξ), ∀ξ ∈ F∗.
Enfin conside´rons la relation
α(a, b)α(m(a, b), c) = χ(a, α(b, c))α(σ(a, α(b, c)),m(b, c)),∀a, b, c ∈ B;
comme pre´ce´demment, en effectuant localement un de´veloppement limite´
d’ordre 3 au voisinage de ze´ro des deux membres de cette e´galite´, on obtient∑
©
ψ(µ(x, y), z) =
∑
©
ψ(y, z)x, ∀x, y, z ∈ F.
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L’invariance de < ., . > prouve que
ψ(y, z)x = ad∗µx ψ(y, z);
d’ou` ∑
©
ψ(µ(x, y), z) =
∑
©
ad∗µx ψ(y, z), ∀x, y, z ∈ F.
Par transposition, on trouve que cette dernie`re e´galite´ est e´quivalente a`
Alt((µt ⊗ Id⊗ Id)ψ) = 0.
En de´finitive, (F, µ, γ, ψ) est une bige`bre quasi-Lie.
Inversement soit (F, µ, γ, ψ) une bige`bre quasi-Lie; d’apre`s le the´ore`me
4, il lui correspond une structure d’alge`bre de Lie quasi-double sur (F ⊕
F∗,F∗,F) laissant invariant le produit scalaire canonique. Soit (D,G,B)
le groupe de Lie quasi-double local correspondant a` (F⊕F∗,F∗,F) comme
de´crit par le the´ore`me 2. ∀a, b ∈ B, ∀g ∈ G posons
m(a, b) = ΠB(ab), α(a, b) = ΠG(ab), σ(a, g) = ΠB(ag), χ(a, g) = ΠG(ag).
Il est clair que σ est une action de G sur B et χ est une action α-twiste´e.
De la relation d’associativite´ dans D, (a(bc)D)D = ((ab)Dc)D, ∀a, b, c ∈ B,
on obtient les relations (1) et (2) de la de´finition d’un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson.
Par ailleurs, d’apre`s [11], par la donne´e de la bige`bre de quasi-Lie (F, µ, γ, ψ),
F⊕ F∗ est munie d’une structure de quasi-bige`bre de Lie quasitriangulaire
(F⊕F∗,M,Γ, ψ), ou` M est la structure d’alge`bre de Lie sur F⊕F∗ de´crite
par le the´ore`me 4, Γ est un co-crochet sur F⊕F∗ de´fini par Γ = γ−µt−ψ;
explicitement
Γ(x, ξ) = γ(x)− µt(ξ)− ψ(x) ∈ Λ2(F⊕ F∗)
ou` γ : F −→ Λ2F, µt : F∗ −→ Λ2F∗ (transposition), ψ : F −→ Λ2F∗.
De la the´orie des quasi-bige`bres de Lie et groupes de Lie quasi-Poisson [11],
on sait que cette structure sur F ⊕ F∗ s’inte`gre en une structure de groupe
de Lie quasi-Poisson sur D note´e par (D,P,ψ), ou`
• P est un champ de bivecteurs multiplicatif [15, 14, 11] sur le groupe de
Lie D, c’est-a`-dire P (gh) = (Lg)∗P (h) + (Rh)∗P (g),∀g, h ∈ D;
• 12 [P,P ]S = ψR − ψL, ou` ψL (respectivement ψR) de´signe le champ de
trivecteurs invariant a` gauche (respectivement a` droite) sur D associe´ a` ψ;
• [P,ψL]S = [P,ψR]S = 0.
Conside´rons a` pre´sent l’image directe par ΠB : D −→ B du champ de
bivecteurs P et notons-la par PB , c’est-a`-dire
PB(ΠB(d)) = (Λ
2TdΠB)(P (d)), ∀d ∈ D.
PB est bien un champ de bivecteurs de´fini sur B avec PB(ε) = 0 ou` ε =
ΠB(e), a` cause du caracte`re multiplicatif de P . Par ailleurs, prenant l’image
directe par ΠB des deux membres de l’e´galite´
1
2
[P,P ]S = ψ
R − ψL,
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on obtient
1
2
[PB , PB ]S = (Λ
3(ΠB)∗)(ψ
R)− (Λ3(ΠB)∗)(ψL).
Mais (Λ3(ΠB)∗)(ψ
R) = 0 car ψ ∈ Λ3(TεB)∗ et ΠB ◦ Ra = ρa ◦ ΠB par
construction de la structure du groupe de Lie quasi-double (D,G,B); d’autre
part
(Λ3(ΠB)∗)(ψ
L) = (Λ3ρB)(ψ).
D’ou`
1
2
[PB , PB ]S = −(Λ3ρB)(ψ).
Enfin, comme D est connexe, la multiplicativite´ de P est e´quivalente a` la
relation
LXLP = [(LXLP )(e)]
L,∀X ∈ TeD = F⊕ F∗,
ou` XL de´signe le champ de vecteurs invariant a` gauche sur D associe´ a` X.
Mais (LXLP )(e) = Γ(X) = (γ − µt − ψ)(X),∀X ∈ TeD = F⊕ F∗.
Conside´rons la relation ci-dessus avec X = x ∈ F, c’est-a`-dire
LxLP = [Γ(x)]
L = [γ(x) − ψ(x)]L;
comme ψ(x) ∈ Λ2F∗, en prenant l’image directe par ΠB des deux membres
de cette e´galite´, on obtient
LxλPB = [γ(x)]
λ − (Λ2ρB)(ψ(x)) = [(LxλPB)(ε)]λ − (Λ2ρB)(ψ(x)).
Pour la forme biline´aire invariante non de´ge´ne´re´e, il suffit de prendre pour
< ., . > la restriction a` F × F∗ du produit scalaire canonique de´fini sur
F⊕F∗.
En de´finitive, (B,m,G, σ, PB , α, χ,< ., . >) est un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson local dont la bige`bre quasi-Lie tangente est bien celle de de´part. Ce
qui ache`ve la de´monstration du the´ore`me. ✷
Corollaire 3. Soit (F, µ, γ, ψ) une bige`bre de quasi-Lie et soit (B,m,G,-
σ, PB , α, χ,< ., . >) le quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local correspondant
comme de´crit par le the´ore`me pre´ce´dent. Alors le champ de bivecteurs PB
sur B satisfait la relation
LρB(ξ)PB = −(Λ2ρB)(µt(ξ)), ∀ξ ∈ TeG.
De´monstration : En effet, par de´finition
PB(ΠB(d)) = (Λ
2TdΠB)(P (d)), ∀d ∈ D.
D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent, P satisfait la relation
LXLP = [Γ(X)]
L,∀X ∈ TeD = F⊕ F∗,
ou` XL de´signe le champ de vecteurs invariant a` gauche sur D associe´ a` X
et Γ(X) = (γ − µt − ψ)(X).
Pour X = ξ ∈ TeG = (TεB)∗, prenant l’image directe par ΠB des deux
membres de la relation pre´ce´dente sachant que (ΠB)∗(ξ
L) = ρB(ξ), µ
t(ξ) ∈
Λ2TeG, γ : F −→ Λ2F, et ψ : F −→ Λ2F∗, on obtient la relation anonce´e.✷
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Remarques :
a) Si α(a, b) = e, ∀a, b ∈ B et si le groupe de Lie G est connexe, la relation
e´nonce´e dans le corollaire pre´ce´dent traduit de manie`re e´quivalente le fait
que σ est une action de Poisson [15].
b) Dans [1, 4], le couple (B,PB) ve´rifiant la condition (3) de la de´finition
d’un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson et la relation e´nonce´e dans le corol-
laire pre´ce´dent, est appele´ un G−espace quasi-Poisson, ou` G est muni de
sa structure de groupe de Lie quasi-Poisson induite par celle de D. Dans
[1], une construction similaire du champ de bivecteurs PB est donne´e sur
l’ensemble D/G des classes a` gauche, et l’action de G sur D/G est une ac-
tion a` gauche; d’ou` l’apparition de diffe´rences de signes par rapport a` la
noˆtre, notamment dans l’expression de PB et de son carre´ par rapport au
crochet de Schouten.
Exemple 6. Tout groupe de Lie-Poisson (G,P ) est un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson; il suffit de conside´rer son groupe de Lie-Poisson dual G∗ avec
lequel ils agissent l’un sur l’autre [15] et de prendre ψ = 0.
Exemple 7. Conside´rons la de´composition polaire du groupe de Lie re´el
SL(2,C) des matrices complexes 2× 2 de de´terminant 1,
SL(2,C) = SU(2) × SH(2),
ou` SH(2) est l’ensemble des matrices hermitiennes 2 × 2 de´finies positives
de de´terminant 1 et SU(2) le groupe spe´cial unitaire d’ordre 2. Soit
e1 =
1√
2
(
1 0
0 −1
)
, e2 =
1√
2
(
0 1
1 0
)
, e3 =
1√
2
(
0 i
−i 0
)
la base canonique de sh(2), l’espace tangent a` SH(2) en l’identite´, et
ε1 =
1√
2
(
i 0
0 −i
)
, ε2 =
1√
2
(
0 i
i 0
)
, ε3 =
1√
2
(
0 −1
1 0
)
.
la base duale de su(2) relativement a` la forme biline´aire
< x, ξ >= Im(trace(xξ)), ∀x ∈ sh(2),∀ξ ∈ su(2).
Par rapport au crochet de Lie de sl(2,C), nous avons les relations de com-
mutation suivantes dans les deux bases
[e1, e2] = −
√
2ε3, [e1, e3] =
√
2ε2, [e2, e3] = −
√
2ε1
[ε1, ε2] =
√
2ε3, [ε1, ε3] = −
√
2ε2, [ε2, ε3] =
√
2ε1
[e1, ε2] =
√
2e3, [e1, ε3] = −
√
2e2, [e2, ε1] = −
√
2e3,
[e2, ε3] =
√
2e1, [e3, ε1] =
√
2e2, [e3, ε2] = −
√
2e1,
[ei, εi] = 0, ∀i = 1, 2, 3.
Pour tous a, b ∈ SH(2) et tous g ∈ SU(2), posons
m(a, b) = ΠSH(2)(ab) = (ba
2b)
1
2 , α(a, b) = ΠSU(2)(ab) = (ab)(ba
2b)−
1
2 ,
σ(a, g) = ΠSH(2)(ag) = (g
−1a2g)
1
2 , χ(a, g) = ΠSU(2)(ag) = (ag)(g
−1a2g)−
1
2 .
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Conside´rons le champ de bivecteurs sur SH(2) de´fini par
P =
1
2
3∑
i=1
eλi ∧ ρSH(2)(εi),
ou` eλi est le champ de vecteurs translate´ a` gauche (par rapport a` la loi m)
associe´ a` ei et ρSH(2) est l’homomorphisme d’alge`bres de Lie associe´ a` σ,
l’action de SU(2) sur SH(2).
Alors (SH(2),m, SU(2), σ, P, α, χ,< ., . >) est un quasi-groupe de Lie quasi-
Poisson dont la bige`bre quasi-Lie tangente est (sh(2), 0, γ, ψ), ou` γ est le cro-
chet de Lie sur su(2) et ψ la restriction du crochet de sl(2,C) aux e´le´ments
de sh(2). Le groupe de Lie quasi-Poisson dual est (SU(2), 0, ψ).
En effet, les conditions (1) et (2) de la de´finition d’un quasi-groupe de Lie
quasi-Poisson sont e´videntes, elles s’obtiennent par un calcul direct simple
utilisant les de´finitions des diffe´rentes applications; il est clair aussi que
P (ε) = 0 par de´finition de P . Par ailleurs, les calculs utilisant les relations
de commutation entre les e´le´ments des deux bases, montrent que
1
2
[P,P ]S = −(Λ3ρSH(2))(ψ) = 0,
ou` ψ conside´re´ comme e´le´ment de Λ3su(2) ∼= Λ3(sh(2))∗ est e´gal a` −
√
2(ε1∧
ε2∧ε3) d’apre`s les relations de commutation; ce qui nous donne la condition
(3) de la de´finition. Ve´rifions a` pre´sent la condition (4); en effet par un
calcul direct utilisant les relations de commutation ci-dessus, on trouve
Leλ1
P =
√
2(e2 ∧ e3)λ +
√
2(Λ2ρSH(2))(ε2 ∧ ε3)
= [(Leλ1
P )(ε)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e1))
Leλ2
P = −√2(e1 ∧ e3)λ −
√
2(Λ2ρSH(2))(ε1 ∧ ε3)
= [(Leλ2
P )(ε)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e2))
Leλ3
P =
√
2(e1 ∧ e2)λ +
√
2(Λ2ρSH(2))(ε1 ∧ ε2)
= [(Leλ3
P )(ε)]λ − (Λ2ρSH(2))(ψ(e3)).
En de´finitive, (SH(2),m, SU(2), σ, P, α, χ,< ., . >) est un quasi-groupe de
Lie quasi-Poisson.
Remarque : Dans cet exemple, P est Poisson mais n’est pas multiplicatif
au sens de [15, 14, 11], car α(a, b) n’est pas la matrice identite´ d’ordre 2 pour
tous a, b ∈ SH(2); une telle structure de´finit un quasi-groupe de Lie-Poisson.
Plus ge´ne´ralement, si (Λ3ρB)(ψ) = 0 avec ψ 6= 0, on dit que (B,m,G,-
σ, PB , α, χ,< ., . >) est un quasi-groupe de Lie-Poisson. La construction de
la structure de´finie ci-dessus sur SH(2) s’e´tend naturellement a` SH(n) pour
n ≥ 3.
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